Recursivitate

Recursivitatea este o metodd pentru definirea si calcularea functiilor ce se
autoapeleaza.
Fie secventa {u,} , n>=1. Dacd numarul ke N si numerele u;, i>1 sunt reale sau
complexe si pentru calculul tuturor numerelor se foloseste relatia:

Up+k=a1Un+k-1Ta2Un+k2F. . . Fagly,
atunci secventa este o secventd recursiva de ordin k, iar relatia este o relatie recursiva de
ordin k.

O secventd recursiva este caracterizata prin fiecare din termenii sdi, prin valoarea
de inceput (de start) si prin relatia recursiva ce foloseste la determinarea unui termen
oarecare.

De exemplu, pentru o progresie geometricd cu u;=a, w=aq, ...,u;=a*q"", relatia

recursiva se scrie u,+;=q*uy,, unde k=1, u;=a. Este o relatie recursiva de ordin 1.
Fie progresia aritmetica definita prin u;=a, uy=a+tr,...,uy=a+(n-1)r,...
Doi termeni consecutivi se gasesc in relatia :

Up+1=Ug T (1)
care nu e recursiva. Pentru a obtine o relatie recursiva se considera :

Up+o=Up+1Hr (2)
Din (1)-(2) rezultd us2=2u,+1-uy, care este o relatie recursiva de ordinul 2 cu u;=a, uy=a+r.

Tipuri de functii recursive

Fie definitia recursiva de calcul a factorialului:

{1, n=0
f(n) =

n*f(n-1), n>=1
Calculul pentru n=5 decurge astfel:
f(5)=5H(4)=5*4*3)=S* @*BHQ))=S*@*G*Q*1))=  S*EG*2*I*{(0))=
5*4*(3*(2*(1*1))))=120.
Dupa cum se observa, are loc aplicarea succesivd a definitiei, pand la identificarea
argumentului 0, pentru care f(0)=1, apoi valoarea lui f(0) se Inmulteste succesiv cu
1,2,3,4,5, adica cu argumentele la care s-au efectuat referiri, in procesul aplicarii definitiei.

Acest calcul e ilustrat grafic prin:



f(0)=1 1 2 6 24 f(5)=120
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Dupa ce valoarea lui f(0) a fost calculata, ea va participa la un sir de calcule ce se incheie
cu f(5).

Pentru calculul valorilor unor functii definite recursiv este necesard, In general,
folosirea stivelor si/sau reprezentarea cu ajutorul arborilor a structurilor de calcul ce permit
obtinerea valorilor cautate.

O definitie recursivd poate fi interpretatd ca definirea unei ecuatii cu diferente
pentru care valorile direct calculabile reprezintd conditiile initiale sau valorile pe frontiera.
De exemplu:

e valoarea factorialului este interpretata astfel :
F(n)=nF(n-1), cu F(0)=1,ne N.
e functia Ackermann este definita prin :
n+1 , m=0
Ac(m,n)= < Ac(m-1,1) , n=0
Ac(m-1,Ac(m,n-1)) , in rest

e functia Fibonacci este datd de :
1 ,n=0,1

Fib(n)=
Fib(n-1)+Fib(n-2) , n>=2

Exemple de programe rezolvate recursiv: FIB.CPP, FACT.CPP, CMMDC.CPP,
SUMACIFR.CPP, BAZA10K.CPP (contin si varianta iterativa)



Divide et Impera

Descrierea metodei

Dandu-se o functie care lucreaza asupra a n date, tehnica Divide et Impera (Divide si
Stapaneste) presupune o impartire a celor n date in k submultimi distincte, 1<=k<=n care
produc k subprobleme, elementare sau nu. Subproblemele elementare se rezolva simplu,
printr-un algoritm optim, iar cele neelementare se descompun la randul lor, in
subprobleme, pana cand toate descompunerile au ajuns la probleme elementare care se pot
rezolva imediat. Apoi trebuie gdsita o metodd de a recombina solutiile problemelor
elementare pentru a obtine solutia problemei. Aceastd metoda foloseste tehnica recursiva, o
procedurad sau o functie ce se autoapeleaza pana cand se poate rezolva problema.

Fie cele n date memorate 1n tabloul A(1,n). Procedura generala o vom numi DI si va fi
apelatd prin DI(1,n). Functia DI(p,q) rezolva subproblema cu intrarile p si q. Procedura,

scrisd 1n limbaj algoritmic, este urmatoarea:

Procedure DI(p,q)
Array a[1,n];
Integer n, p, q, m; 1<=p; q<=n
If MIC(p,q) then return G(p,q)

else m=DIVIDE(p,q); p<=q

Return (combina (DI(p,m), DI(m+1,q))

Endif
EndDI

S-a folosit MIC(p,q) o functie booleand care determind dacd submultimile sunt
suficient de mici pentru a mai fi sau nu divizate. Daca da, atunci se apeleaza functia G(p,q)
care rezolvd subproblema, altfel se apeleazd functia DIVIDE care furnizeaza
m=DIVIDE(p,q). Pentru determinarea lui m problema initiald se Tmparte in doua
subprobleme A(p,m) si A(m+1,q) ale caror solutii se gasesc aplicand recursiv DI. Functia

combina solutiile celor doua subprobleme.

Exemplu ce utilizeaza tehnica Divide et Impera
Gasirea recursiva a maximului dintr-un vector
Se da un tablou A(1,n) de numere reale si se cere sia se determine maximul

elementelor sale folosind tehnica Divide et Impera.



Rezolvare

O problema I=(a;, a5, ...,a, ) se desface in doud subprobleme I,;= (a;, az, ...,ampn)) §i
L=(amnn21+1, a[n/21425 - - -»3n)-
Notand MAX(I) maximul elementelor pentru problema I, atunci acesta este cel mai mare
numar dintre MAX(I;) si MAX(I;). Procedura care va fi elaboratd va determina recursiv
maximul din multimea a; a1, ...,a;. Cazuri ca i=j, adicd multimea este formata dintr-un
singur element si i=j-1, adicd multimea este formatd din doua elemente vor fi tratate
separat, prezentdnd problema elementard. Daca multimea are mai mult de doud elemente,
ea va fi divizata in alte doud probleme dupa acelasi procedeu.

Programul MAX-DI.CPP rezolva problema.

Problema Turnurilor din Hanoi este implementata in programul HANOI.CPP.
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